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Resumo

Este trabalho investiga o comportamento do campo magnético uniforme B quando aplicado
em um cilindro oco de material permeavel. O estudo parte do desenvolvimento historico
do magnetismo e da formulacao tedrica que descreve os campos elétrico e magnético,
culminando na compreensao das interagoes entre esses campos e os materiais utilizados
para sua contencao. A blindagem magnética é um fenémeno crucial com aplicagoes em
diversas areas da ciéncia e tecnologia, sendo empregada na protecao de equipamentos
sensiveis a interferéncia de campos magnéticos. Ao longo do trabalho, sdo abordados os
principios fisicos envolvidos na atenuacao de campos magnéticos, bem como as propriedades

dos materiais utilizados para esse fim.

Palavras-chave: Equacgoes de Maxwell, magnetismo, blindagem magnética.
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1 Introducao

O magnetismo é um fendémeno natural conhecido desde a Antiguidade, quando
civilizagoes antigas observavam o comportamento de certos minerais, como a magnetita,
que apresentavam a capacidade de atrair metais. Com o passar dos séculos, o entendimento
sobre os fendmenos magnéticos evoluiu consideravelmente. No século XVII, William Gilbert
foi um dos primeiros a estudar sistematicamente o magnetismo, propondo que a Terra
funcionava como um grande ima (JACKSON, 1983). No século XIX, Hans Christian
Oersted descobriu a relacao entre eletricidade e magnetismo, abrindo caminho para os
trabalhos de Michael Faraday e, posteriormente, para as equagoes de James Clerk Maxwell,

que consolidaram a teoria do eletromagnetismo classico (PIRES, 2011).

A compreensao dos fendmenos eletromagnéticos foi fundamental para o avanco
da ciéncia e da tecnologia. Atualmente, o magnetismo estd presente em praticamente
todos os setores da sociedade, sendo essencial para o funcionamento de motores elétricos,
transformadores, geradores, sistemas de comunicagdo, sensores, instrumentos cientificos
e equipamentos médicos, como a ressonancia magnética. No entanto, em muitos desses
contextos, campos magnéticos indesejados podem causar interferéncias e comprometer o

desempenho e a precisao de dispositivos sensiveis.

-

E nesse cendario que a blindagem magnética se torna indispenséavel. Trata-se de
uma técnica que utiliza materiais de alta permeabilidade magnética para redirecionar ou
atenuar campos magnéticos, protegendo regioes especificas ou componentes criticos de
interferéncias externas. Suas aplicacoes sdo amplas e vao desde laboratérios de pesquisa até
instalagoes hospitalares, passando por industrias de alta tecnologia e sistemas aeroespaciais.
Neste trabalho, serdo explorados os fundamentos tedricos que descrevem os fenémenos
eletromagnéticos, com base nas equacoes de Maxwell, e serd proposta a resolugdo de um

problema pratico envolvendo a aplicacao da blindagem magnética.



2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Lei de Biot-Savart para correntes estacionarias

A descoberta da relagao entre eletricidade e magnetismo teve um marco importante
com o experimento de Hans Christian Oersted, que observou que uma corrente elétrica
percorrendo um fio condutor era capaz de influenciar a agulha de uma btssola préoxima.
Essa observacao levou a conclusao de que correntes elétricas geram, ao seu redor, campos
magnéticos (MACHADO, 2002). A partir dessas evidéncias experimentais, os fisicos Jean-
Baptiste Biot e Félix Savart desenvolveram uma formulacao matematica capaz de descrever
quantitativamente o campo magnético gerado por uma corrente elétrica em um condutor.
Essa formulagao ficou conhecida como Lei de Biot-Savart. A seguir, serao apresentadas
as suposicoes e os passos tedricos que conduzem a construcao dessa importante lei do

eletromagnetismo.

Devemos encontrar o campo magnético em um ponto do espago gerado pela corrente

1 que passa por um elemento d¢ do fio.

?
~

X

Figura 1 — Campo magnético dB gerado pela corrente ¢ que passa pelo elemento d/.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

Os resultados experimentais indicam que a intensidade do campo magnético gerado
por um fio condutor é diretamente proporcional a corrente elétrica ¢ que o percorre e ao
elemento de comprimento d¢ do fio considerado. Além disso, essa intensidade é inversamente
proporcional ao quadrado da distancia R entre o ponto onde se deseja calcular o campo e

o elemento de corrente.



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 8

A direcao e o sentido do campo magnético podem ser determinados pela regra da
mao direita, que, do ponto de vista matematico, corresponde ao produto vetorial entre os

vetores envolvidos, representado da seguinte forma:

dB = dt x R.
Até entao a lei de Biot-Savart pode ser escrita da seguinte forma:

1-dl
R2

dB = C——dl x R,

onde C' é uma constante de proporcionalidade que no SI tem o seguinte valor

Ho
C ==
4r’

onde ug ¢ a permeabilidade magnética do vacuo e seu valor é

o = 47 - 107" N/A?,

de forma que a lei pode ser escrita como

5 Mol oz o
aB = "l al x k. (2.1)

Integrando os dois lados da equagao 2.1 e considerando um fio infinito, o0 médulo

do campo magnético B proximo ao fio sera dado por:

B=1" (2.2)

onde a dire¢ao e sentido do campo B sdo dadas pela regra da mao direita. Nesse caso,
devido a geometria do problema, foi considerado o uso de coordenadas cilindricas (p, 0, z)

com a corrente ¢ no sentido do eixo z.

Para o caso onde existe uma densidade de corrente J percorrendo um volume V'

podemos considerar que

J = %d@ s JAdC =idedl . JdV = idl.

Com isso se torna importante reescrever a lei de Biot-Savart da seguinte forma:

o T x B

é pr—
d 47 R?

av. (2.3)

Para obter o campo B basta integrar a equacao 2.3 em relagao ao volume V.
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2.2 Lei de Gauss do magnetismo

A inexisténcia de monopolos magnéticos implica que as linhas de campo magnético
sao sempre fechadas. Isso significa que toda linha de campo que atravessa uma superficie
fechada em um determinado ponto necessariamente saira dessa superficie em outro ponto.
Como consequéncia, o nimero de linhas que entram é igual ao niimero de linhas que saem,
o que nos permite concluir que o fluxo total do campo magnético através de uma superficie
fechada ¢ sempre nulo (MACHADO, 2002).

A ilustragao a seguir representa visualmente esse comportamento do campo mag-

nético em relagao a uma superficie fechada.

=3

S Supcrflclc

\>_,/

Figura 2 — Superficie gaussiana sendo atravessada por linhas de campo.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

Aplicando a integral de superficie para o campo magnético E, teremos a lei de

Gauss para o magnetismo em sua forma integral.

fé-ﬁdA:o. (2.4)
S

No entanto, é igualmente importante expressa-la em sua forma diferencial, que
oferece uma interpretacao local do comportamento do campo magnético. Como a superficie
S envolve um volume V podemos aplicar o Teorema da Divergéncia, que estabelece a
equivaléncia entre o fluxo de um campo vetorial através da superficie que delimita um

volume e a integral da divergéncia desse campo dentro do volume:

%gEﬁdA:///V(V
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Dessa forma,

///V(ﬁ-é)dvzo.

Como essa igualdade deve valer para qualquer volume arbitrario V' a tnica forma de
garantir isso é que o integrando seja nulo em todos os pontos do espago. Assim, chegamos

a forma diferencial da Lei de Gauss para o magnetismo:
V-B=0. (2.5)

2.3 Lei de Ampere

A figura 3 mostra que o campo magnético em um fio retilineo infinito tem formato

de circunferéncias, isso sugere que o rotacional do campo magnético B nao deve ser nulo.

B

Figura 3 — Campo magnético no fio retilineo.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

Vamos usar a relacao 2.2 e integrar B em torno de um caminho circular de raio R

centrado no fio.

— — ILL()Z N —
B-dl = g -ds.
7{0 c 2R

Como d¢ é um elemento da circunferéncia descrita pelo campo B, em coordenadas

cilindricas, podemos fazer dl' = Rdf 0. Dessa forma

— — [LLOZ A A
B.cw:]{—e-}zdee,
72 c 21R
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onde finalmente chegamos no seguinte resultado:

7( B-dl = po, (2.6)
C

que é a Lei de Ampere na forma integral. A equacgao 2.6 é valida para qualquer curva
C fechada em torno de um fio e independe do formato das linhas de campo magnético
que envolve a corrente i (MACHADO, 2002), desde que estejamos tratando de correntes

estacionarias.

Outro resultado importante é a Lei de Ampére na forma diferencial. Devemos
inicialmente escrever a corrente ¢ em fungdo da densidade superficial de corrente. Um
elemento de corrente di pode ser dado por di = J - dA. Como o sentido da corrente é
perpendicular & drea A, podemos definir um vetor J que passa pela area A e tem um valor

maximo quando é paralelo ao versor normal a area:

—

di = J-ndA.

A corrente total sera

z‘:/Sf-ﬁdA. (2.7)

Substituindo esse resultado na 2.6, temos

fé-df:m/f-ﬁdA.
C S

De um lado temos uma integral de caminho fechado e do outro temos uma integral

de superficie. Podemos relacionar as integrais usando o Teorema de Stokes

jéﬁ.df:/(ﬁxﬁ).ﬁdfx.

Dessa forma, teremos:

jéé-d?z/g(ﬁxé)-ﬁdA.

Entao
/(ﬁxé)-ﬁdAzuO/f-ﬁdA,
S S

/(ﬁxé)-ﬁdA—MO/f-ﬁdAzo,
S S
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[ (9 % B) — ] -7aa =0,

s

O resultado acima s6 pode ser possivel quando o integrando for nulo. Dessa forma:
(6 X é) — Moj: 0

Finalmente, a lei de Ampere na forma diferencial pode ser escrita como

2.4 Potencial Escalar Magnético

A Lei de de Ampeére na sua forma diferencial (equagao 2.8) mostra que o rotacional

do campo magnético B deve ser nulo na auséncia de correntes, nesse caso devemos ter

J = 0 e consequentemente a equacao 2.8 pode ser reescrita como

ﬁxéz().

Quando o rotacional de um campo vetorial é nulo, podemos escrever esse campo
vetorial a partir do gradiente de uma fungao escalar (REITZ; CHRISTY, 1982). Dessa

forma podemos ter

B = -V (2.9)

Aplicando a equagao 2.5 nos dois lados da equacao acima,
G B (“n¥o) =0,
segue que

v (—M06¢) =~V - Vo = 0.
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Finalmente,

Vi =0 (2.10)

Nas relacoes acima, ¢ ¢ o potencial escalar magnético e, na auséncia de correntes e

de variagoes de fluxos elétricos, ele obedece a equacgao de Laplace.

2.5 Potencial Vetor Magnético
Pela lei de Gauss 2.4, temos
V-B=0.

Dada a validade geral da lei, e como B se trata de um campo vetorial e o seu
divergente é nulo, podemos escrever o vetor B em termos de um rotacional, pois o divergente

do rotacional deve ser nulo. Dessa forma

G BV (VxA)
Comparando os dois lados da igualdade acima, temos

— =

B=VxA. (2.11)

A é conhecido como potencial vetor magnético. Partindo da lei de Biot-Savart é

possivel obter uma relagao matematica para o potencial vetor magnético.

Partindo da equacgao 2.3 temos

= dv.
4r  R? v

Usando a relagao

L 4]

R? Rl’
Chegaremos a:

B2 [ x| L] av
A Jv
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Do céalculo vetorial temos

Fazendo

temos

=’

J

R

:v(l)xﬂlwz

\V4
% R R

O operador V atua apenas nas coordenadas que dependem de r e nao de r’. Como

J = J(r"), o dltimo termo se anula. Ficando apenas

. J /1 .
VX(R)—V(R>><J.

Invertendo o produto vetorial do lado direito da equagao acima, teremos

- J oo/
Vx(R)——JxV<R)

Dessa forma,

5 Mo = J
=" / Vx [ Z]av.
At Jv (R)
O operador diferencial, nabla, pode sair da integral por estar atuando apenas nas coorde-

nadas sem linha. Finalmente, podemos fazer

5o Ho i
B=vx (zm/deV)‘ (2.12)

Comparando as equagoes 2.11 e 2.12, podemos concluir que

-

e J
A:—/ Zav. 2.13
A7 Jv R ( )
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2.6 Campos magnéticos na matéria

Toda matéria é feita de atomos, e cada atomo ¢é formado por elétrons que estao
sempre em movimento. Esses elétrons giram em torno do nicleo do proprio atomo, formando

o que podemos chamar de "correntes atomicas".

Com isso, podemos pensar em dois tipos de corrente: (1) a corrente elétrica comum,
que é o movimento de elétrons livres (ou fons) através de um fio, por exemplo, transportando
carga e (2) as correntes atomicas, que ocorrem dentro dos atomos, em trajetérias fechadas,
mas que nao transportam carga de um ponto a outro — apenas giram em torno do ntcleo
(REITZ; CHRISTY, 1982). Mesmo sendo diferentes, ambos os tipos de corrente sao capazes

de gerar campos magnéticos.

As correntes atomicas formam pequenos circuitos fechados dentro dos atomos e,
por isso, podem ser representadas como dipolos magnéticos. O que realmente importa
nesse contexto ¢ o chamado momento de dipolo magnético, pois é ele que determina o

campo magnético gerado por um tnico atomo a certa distancia.

A figura a seguir representa o movimento de um tnico elétron orbitando um nicleo
atomico. A partir desse modelo simplificado iremos definir o momento de dipolo magnético

e a magnetizacao.

-

2\

Figura 4 — Representagao de um elétron orbitando um nuicleo atomico.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

A corrente atomica gerada pelo elétron orbitando o nicleo cria um campo magnético
induzido B;. Isso ocorre de forma analoga a corrente elétrica em uma espira de raio R.
Resolvendo a lei de Biot-Savart para uma espira de raio R, obtemos que o campo magnético

ao longo do seu eixo de simetria perpendicular ao plano da espira é dado por

-2 12
B Mot R . LotmR P

223 223 (2.14)
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assim o momento de dipolo magnético induzido é definido como

m = in R%k. (2.15)

Através da equacao 2.1, é possivel mostrar que o momento de dipolo magnético tem
a mesma direcao e sentido do campo magnético induzido pela corrente atémica. Escolhendo
as coordenadas cilindricas, que é apropriada a geometria do problema, o versor k£ tem

direcao e sentido do eixo z.

Agora vamos analisar o que acontece na matéria quando a mesma se encontra em

uma regiao do espago com um campo magnético B.

=

B,

e || — Bd

wel}
v

Figura 5 — Elétron orbitando um nticleo imerso em um campo magnético B.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

Na figura acima, Ed ¢ o campo magnético de dipolo induzido, sendo criado pelo
movimento do elétron em torno do nucleo que foi fortalecido pela acao do campo externo
B. Sua direcao e sentido ficam definidos pela regra da mao direita. Béo campo externo
aplicado ao sistema e Er ¢ o campo magnético resultante da superposi¢ao dos campos
Ed e B. Como o campo magnético de dipolo induzido e o campo externo sao opostos, o
campo resultante tem uma intensidade menor do que o campo magnético externo. Vale
lembrar que m é o momento de dipolo magnético, que tem a mesma direcao e sentido do

campo magnético induzido.

Como a matéria é composta por varios atomos, ou seja, varios elétrios orbitam
o nucleo gerando a corrente atomica, torna-se importante escolher um pequeno volume
AV da matéria para definir outra grandeza fisica chamada de magnetizacao (REITZ;
CHRISTY, 1982). A magnetizacdo devera medir a densidade do momento de dipolo

magnético da seguinte forma

M=, (2.16)
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O volume AV deve ser muito pequeno do ponto de vista macroscdpico, mas nao
tao pequeno do ponto de vista microscopico, pois é importante que dentro desse volume
exista uma quantidade suficientemente grande de atomos. Pela figura 7, podemos obter a

seguinte relacdo entre os campos magnéticos

—

B, = B+ By.
Associando cada campo magnético a um potencial vetor magnético, teremos

—

A=A+ A,

Da equagao 2.13 podemos concluir que A é devido a uma densidade de corrente
no material e Ay é devido a corrente atémica, que por sua vez tem uma relacdo com o

momento de dipolo magnético m.

Desenvolvendo a equagao 2.12, é possivel obter para um dipolo magnético:

- MomXé
A=t .
47 R3

Da equacao 2.16 podemos escrever m = M AV, dessa forma:

AAy =22

O potencial vetor magnético, de forma completa, fica:

/ /MdeR
R R3 '

- Ho j MXE
mzf/Af dv.
4WV(R+ R )

Como R=7—7"e R = |F—#'|, podemos usar o operador diferencial V da seguinte forma

L1 P
V|| == [ o——
=)

Entao,
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Dessa forma o potencial vetor magnético sera

. o o
e [T e ()
47 Jv

R R

Ou

T Mo J Ho V' x M Ho = M
A= 7/ d / d —7/ ' (224
VRV 47 R v 47 va R v

Para a terceira integral, podemos aplicar a identidade

/6xﬁdV:7§ﬁxﬁdA.
1% S

Dessa forma devemos ter

/v’ ( )dV ]{nx()dA:—nggﬁdA.

Substituindo na expressao do potencial vetor magnético

—

V' x M o [ M xn
d 7?{ dA. 2.1
/ R / R V+47T s R (2.17)
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Para que a expressao acima seja homogénea, as relacoes V' x M e M x i devem ter
dimensao de densidade de corrente. A primeira é a corrente de magnetizacao volumétrica

(j W) e a segunda é a corrente de magnetizacao superficial (Jg).

Considerando uma superficie hipotética de volume finito, mas com area infinita a
terceira integral deve ir a zero (MACHADO, 2002), de forma que

— —»/ —

- M

i M()/J—FVX JV
1%

:47r R

Comparando com a 2.12, podemos concluir que o termo J+V' x M equivale a uma
densidade de corrente efetiva. O problema pode ser analisado como se a densidade de
corrente que passa pelo material fosse J+Jy. Dessa forma podemos usar a lei de Ampeére na

forma diferencial 2.8 para calcular o campo magnético produzido em um meio magnético:

ﬁxgzuo(f—i-ﬁxﬂ)

ﬁx(B_M)zf.
Ho

O termo entre parenteses é definido como campo auxiliar H, de forma que

. B -
H:(M?—M). (2.18)

Para meios magnéticos podemos reescrever a lei de Ampere da seguinte forma:

Simplificando, podemos fazer

—

VxH=1J. (2.19)

No vacuo devemos ter M = 0, de forma que

B
Ho

H=

Onde pg é a permeabilidade magnética do vacuo. Analogamente podemos escolher um

meio material com permeabilidade magnética p podendo escrever

H==. (2.20)

=W
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Na forma integral a equacao 2.19 fica

H-dl =i 2.21
¢ i (221)

Onde 7 € a corrente real que existe no meio material.

A equagao 2.20 mostra uma relagao linear entre os campos magnético e auxiliar.

Usando as equacgoes 2.18 e 2.20, podemos escrever que

qd="a_ .
Ko

Dessa forma a magnetizacdo M também deve ter uma relacao linear com o campo auxiliar

—

H (REITZ; CHRISTY, 1982). De forma que podemos escrever

M = xnH.

Onde y,, é chamado de susceptibilidade magnética. Substituindo essa relagdo na equacao

anterior, teremos

M . M . Y L )
Ho Ho Ho

A razao p/ g é denominada permeabilidade magnética relativa K,,. Se y,, for negativo, o
material serd diamagnético e o campo magnético se tornard mais fraco devido a presenca
do material. No caso contrario, onde y,, é positivo, o material serd paramagnético e fara

com que o campo magnético aumente devido a presenca do material.
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2.7 Problemas de contorno em meios materiais

Para resolvermos o problema proposto, é preciso entender como os campos Be
H se comportam na interface entre dois meios materiais ou entre um meio material e
o vacuo. Na figura abaixo, entre os meios 1 e 2, foi construida uma superficie cilindrica
fechada onde devemos aplicar a lei de Gauss na forma 2.4 para calcular o fluxo do campo

magnético em todas as faces.

Figura 6 — Superficie gaussiana cilindrica entre dois meios.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

Considerando o comprimento L muito pequeno de forma que o tamanho da caixa
se torne desprezivel em relagao a sua base, podemos aplicar a 2.4 apenas para a base

superior e inferior de forma que teremos

fé-ﬁdA: §1~ﬁ1dA1+/ By - iy dAs = 0.
s Sa

S1

Pela figura, podemos perceber que dA; = dAs e Ny = —ny. Substituindo essas
relagdes na equacao acima, temos
—/glﬁsz+/§2ﬁ2dA:O,
S S
/ (—él ﬁ2+§2ﬁ2>dA:O,
s

Dessa forma,

—By -ty + By -ty = 0,
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Onde finalmente

Bl : ﬁ,g - BQ . ﬁz. (222)
Assim forma a componente normal do campo magnético B serd continua na

superficie S entre os dois meios magnéticos.

Podemos também obter uma condi¢ao de contorno para o campo auxiliar H usando
a lei de Ampeére na forma 2.21. Basta agora considerarmos uma curva fechada na superficie

entre os meios 1 e 2.

Figura 7 — Superficie gaussiana cilindrica entre dois meios.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

Considerando o comprimento L muito pequeno, de forma que os segmentos AD e

BC sejam despreziveis em relagao aos segmentos AB e C'D, aplicando a 2.21, teremos
foH-al= [ al [yl =i
c A c
Como ﬁl e [172 devem ser constantes,
- B - D
Hl'/ dgl—f—Hz/ dggzi,
A c
Hy -0+ Hy-ly=1i.
Pela figura 7, percebemos que ¢; = —/5, logo
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Podemos tratar a corrente ¢ em termos de uma densidade de corrente e aplicar a
equagao 2.7 (MACHADO, 2002). Por defini¢ao, a densidade de corrente ¢ definida como
corrente sobre drea ou i = J - A dA. No caso proposto, a corrente nao esta atravessando
uma area, pois ela se limita apenas a interface entre os dois meios, de forma que a corrente
1 esta atravessando um segmento de comprimento ¢5. Assim, devemos tratar a corrente @

em termos de uma densidade linear de corrente J,.

De forma analoga a equacgao 2.7, temos

i:/fg-l%dﬁzfg-l%&.

O versor k é normal ao retangulo ABCD e foi escolhido de modo que a corrente ¢ esteja

no seu sentido positivo. Reunindo os resultados obtidos até agora, teremos:

(Hy — Hy) - Uy = Jy - k b,

Pela figura vemos que k= Tlg X /e Mg L fg, de forma que 22 =k x No. Assim a equacao

acima pode ser escrita como:

(ﬁg — ]‘71) . (l% X ﬁg)gg = J; . I%EQ,

Ficando:

—

([’_I'Q—]’_I'1>'(I%Xﬁ2):<]g'

>

A equagao acima possui um produto escalar e um produto vetorial. Se tratando,

portanto, de um produto misto. Para desenvolvé-lo iremos usar a seguinte identidade
a-bxc=b-cxad.

fazendoﬁg—ﬁlza,/%:beﬁgzc:

dessa forma
];"flg X (ﬁg—ﬁl):ﬁ]%

Como o produto escalar é comutativo, comparando os dois lados, devemos ter

Ry x (Hy — Hy) = Jp. (2.23)
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3 Calculo do campo magnético no interior de

uma casca cilindrica

Agora devemos aplicar todo o conhecimento tedrico para encontrar o campo
magnético B, interno a uma casca cilindrica ou esférica. Nesse trabalho, serd feito o uso
de uma casca cilindrica com um material de permeabilidade magnética u, no vacuo, em
uma regiao de campo magnético externo B. A figura abaixo mostra uma casca cilndrica

com seu eixo coincidindo com o eixo z do sistema de coordenadas.

N2

>

LY
Y

/

T

g

Figura 8 — Casca cilindrica de material
com permeabilidade magnética .

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

A casca cilindrica ¢ infinita no eixo z e possui raios, interno e externo, iguais a a e

b, respectivamente. Uma visao superior do problema ¢é mostrada na figura abaixo.

Nao existem correntes geradas por elétrons de conducao na superficie do cilindro,

de forma que a 2.19 se torna

V x H=0. (3.1)

Como H = B/pu, e podemos escrever o campo B com o gradiente de uma fungao
escalar, a equagdo acima acaba caindo em uma equacao de Laplace. Como estamos
tratando de uma casca cilindrica, parece 6bvio usar coordenadas cilindricas para resolver

esse problema. A solu¢do completa da equacao de Laplace em coordenadas cilindricas é
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AY

Figura 9 — Visdo superior da casca cilindrica da figura 8.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

¢O,V(p, 9, Z) = (AQ + B(]Z) [(OO + Dog) (E() + Fy In pp> +
0

S (E,p" + E,p ") (C,cosvf + D, sen 1/«9)] :
v#0

Uma primeira observacdo é que a casca € infinita no eixo z, de forma que o
coeficiente By deve ser nulo. Por se tratar de um problema que ndo tem simetria em
relacao a origem do sistema de coordenadas, é interessante que sejam consideradas apenas
fungdes pares presentes na solugao geral. Dessa forma devemos ter Dy = D, = 0. Dessa

forma a equacao acima fica.

G0 (p,0) = AoCo (Eo + Fyln :) + > (Eup” + E,p7")(C, cos 1) Ay.
0 v#0

segue que

¢07y(p, 9) = AOCOEO + AOCOF() In ﬁ + Z(A()CVEV,OV + A()CVFV,O_V)(COS VQ)

PO vz
Juntando todas as constantes, temos
AoCoEy = Ay,
AoCoFy = By,
ACLE, = A,
AyC,F, = B,

ficando

Guslp.6) = Ay + Byl 2 3 (AL + BLp™) cosvh.
v#0
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Para que a equacao acima nao fique muito poluida, irei usar a notacao de forma

mais simplificada.

b0, (p,0) = Ay + By lnpp + > (Avp” + B,p™") cos vb.
0 v#0

Expandindo o somatério temos

G0 (p,0) = Ao+ By ln L AiptcosO+BiptcosO+ Ayp® cos @+ Bap 2 cos20+. ..
Po

Precisamos encontrar o potencial escalar magnético para o campo externo B.

— — A a A a A a =~
B=—uVo .. Bz’:—m(;;’-t‘H (;byBjJr ;:k>

Como o campo B estd na dire¢ao x, temos

aCng . —B _09¢p
or " o or

Bi = —Ho

Resolvendo a equacao diferencial acima

B
b5 = ——= + do.
Ho

Em coordenadas cilindricas x = pcos 6. De forma que

B
¢ = ——pcost + ¢g.
Ho

Para uma regiao externa a casca

¢r = Ao+ By In 2 + Aip'cos 4+ Bip ' cos + Ayp® cos + Byp 2cos 20 + ...
Po

Em uma regiao externa a casca e muito longe dela, devemos ter ¢pp = ¢y, e assim:

(3.2)

(3.3)

B
——pcosf+pg = Ag+ Byln £ +A1p1 cosO+ Bp! COSQ+A2p2 COSQ—i—ng_2 cos20+. ..
Ko Po

Comparando os dois lados, temos:

AO - qb()u
BO - 07
B
A=,
Ho

A, =0Vv>2.
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Os coeficientes B, nao devem ser nulos, pois p~” tende a zero para grandes valores de p.

O potencial para uma regiao externa a casca deve ser

B
¢f = ¢og— —pcos+ Bip tcosd + Bap 2cos20 + ... (3.4)
Ho

Aplicando as equacgoes 2.9 e 2.20, conseguiremos calcular os campos Be H na regiao

externa & casca.

Usando V em coordenadas cilindricas, o campo magnético na regiao externa sera

— é =~ B
By = —pg ﬁngfg—l—kg o — —pcosf + Byp tcosh + Byp ?cos20 + ...
dp pob 0z Lo

B B 2B B B 2B A
= — L [(—0056— —21(:089— 32COS2(9—|—...> o+ (sen@— —;sene— 32sen20...> 9] :
Ho P P Ho p P

Na equacao anterior

= B B 2B B B 2B A
By = o (cos@—f—icos@—i—fcos%—l—...) P — Ho (senﬁ— —;senﬁ— 32sen29...> 0.
Ho P P Ho P P
(3.5)

O campo auxiliar H 7 fica

- B B 2B B B 2B A
Hy = (cos¢9+21(:089+3200829—1—...);3—(Sene—lsenﬁ—;sen%...) 0.
o p p p p

Agora devemos aplicar a equacao 3.2 para o interior da casca, quando p < a
¢; = Cy+ Dy ln L4 + Cipcos® + Dyptcos + Cap® cos 20 + Dop 2 cos 26...
Po
No interior da casca quando p tende a zero, faz o potencial divergir na origem.
Como isso nao deve ocorrer, os coeficientes D,, devem ser nulos para qualquer valor de v.

Assim
¢; = Cy + Crpcosf + Cyp® cos 20 + ...

Para obter BZ e ﬁl devemos aplicar as equacoes 2.9 e 2.20 na equagao acima.

_ o 6o .0
dp pob 0z

B = — 1o ﬁ++k‘) (Co+ClpCOSH+C'2p200329+...)

= —/lo [(Cl cosf +2C5pcos20 + ...) p+ (—Cisen — 2Cypsen 26 + .. .) A} :
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Fazendo a distributiva,

Bi = —po (Cy cos 0 4 2Copcos 20 + ...) p+ pio (Cysen @ 4 2Copsen20 4 ...) 0. (3.7)

O campo auxiliar H; sera:

H; = —(Cycos0+2Cpcos20 + ..) p+ (Crsend + 2Cpsen 20 + ...) 0. (3.8)

Na regiao da casca, onde a < p < b, devemos aplicar a equacao 3.2 de forma que nao

podemos fazer consideracoes iniciais. Na regiao da casca, teremos:

oo = Ey+ Fyln L + Eipcost+ Fiptcosf + Eyp® cos20 + Fop 2 cos 20 + . ..
Po

O campo B, na casca deve ser

. 0 ho .0
Be=—p (pf)p+p39+kaz>

(Eo + Fyln £ + Eypcosf + Fiptcos + Eyp® cos20 4+ Fap 2 cos 20 + .. ) )
Po

Resolvendo as derivadas e fazendo a distributiva do coeficiente p,

éc =—/ (FOp_1 + Ecosf — Flp_2 cos @ + 2F5p cos 20 — 2F2p_3 cos 20 + .. ) p (3.9)
N 3.9
+u (El senf + Fip~2sen® + 2FE5psen 20 + 2F,p 2 sen 260 + . . ) 0.
O campo H. serd
ﬁc = — (Fop’l%—El cos — Fip ?cos + 2F,pcos20 — 2F5p 3 00520—1—...)[) ( )
. 3.10
+ (El sen d + F1,0_2 sen § + 2F5psen 260 + 2F2p_3 sen26 + .. ) 0.

Nosso objetivo agora deve ser encontrar os coeficientes C), da equacao 3.7, pois
estamos interessados em saber como o campo magnético se comporta no interior da casca.
Para isso, devemos aplicar as condigoes de contorno definidas pelas equagoes 2.22 e 2.23.

Condicao para p = a, para os campos B; e B., devemos ter

—

By -9 = By - M.

Nesse caso temos que Ny = p, de forma que
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Usando as equagoes 3.7 e 3.9 e aplicando o produto escalar acima, teremos
B; - p=—po(Crcost +2Cypcos20 +...),
e
B, - p=—l (Fo/f1 + Eycos — Fip2cos + 2F5pcos20 — 2F5p 2 cos 20 + . . ) )
Fazendo p = a, devemos ter
o (C1 cos + 2Coa cos20 + . ..) =
i (Foafl + Eicosf — Fla 2 cosO + 2F5a cos 20 — 2Fya 2 cos 20 + . . ) )
Comparando os dois lados temos
Fy =0, (3.11)
F
o= <E1 . ;) : (3.12)
Ho a
H Fy
C—<E—>, 3.13
’ Ho P ( )
F,
Cn:’“‘<En—2>, Vo> 2 (3.14)
Ho a"

A equacao 2.23 nos da a segunda condi¢ao de contorno

ﬁgX(HQ—Hl):j

Como nao temos correntes reais, devemos ter J = 0 e consequentemente teremos

ﬁgXHQIﬁQXHl.

Como ng = p, temos

=L
!

>
X
Il
>
X
(e}

Usando as equagoes 3.8 e 3.10

—

px H; =p x [ (Crcosf+2Cypcos20+...) p+ (Crsenf + 2Cypsen 26 + . ..

= (Cysenf +2C5psen20 +...)p x 0
= (Cysenf 4 2Cypsen 20 + .. .) k.
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E

>

ﬁxﬁczﬁ [ (Fop + Ejcosf — Fip~ cosG—i—QEzpcosQH—2F2p_3cos29+...)
+

Eisenf + Fip ?senf + 2E,psen20 + 2Fp 2 sen 20 + .. ) é]

(E1 senf 4+ Fip 2senf + 2E,psen 20 + 2F5p 3 sen 26 + .. ) p X g
<E1 senf + Fip~ Zgenf + 2F,psen 26 + 2F2,0 sen 260 + . ) l%

Entao

(Cysenf 4+ 2Cypsen260 + .. .) k= (E1 senf + Fip 2sen® + 2F;psen 20 + 2F,p 2 sen 260 + . . ) k

Comparando os dois lados da igualdade acima, devemos ter

F

1

Cl =F + E, (315)
Fy

CQ = E2 —+ ?’ (316)
F

C,=FE, —I— , Yn > 2. (3.17)

Juntando os resultados das equagoes 3.12, 3.13, 3.14 com as equacoes 3.15, 3.16 e 3.17,

temos

Ho 2 a?’
F, F
Ho a=" a="

Fazendo a distributiva dos coeficientes p e g e isolando F; e E, temos

F
By = (AR 21 (3.18)
W= fio) a?
(3.19)
F
E, = <Z+ZO> L Vnz2 (3.20)
- M0

Vamos fazer agora a condicao de contorno para a outra interface, onde p = b. Da primeira

condigao

1

Ec ’I’LQ Bf TZQ EC'

>
Il

~

»
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J& sabemos da equacao 3.11 que Fy = 0 e, como sobra apenas a coordenada p, entdao

1 (E1 cosf — F1b72 cos b + 2E,b cos 20 — 2F2b 3 cos 29)

B
= Lo ( cosf + Bib~? cos @ + 2Byb~3 cos 29) )
Ho

Comparando os dois lados da igualdade, temos:

F1 B B1 1% ( F1> B B1
S e R (e A T DL () > O ~1 3.21
2F, B, p F\ B
—n (2B = T ) =g i (B ) = (3.22)
0 F, B,

A ltima condicao é

Prosseguindo, temos

px H,=px [— (Fop_1 + Eicosf — Fip2cosf + 2E5pcos 20 — 2F,p > cos 20 + ... )

p
+ (E1 sen 6 + Flp_2 sen § + 2F,psen 26 + 2F2p_3 sen 260 + .. ) GA]

= (El senfd 4+ Fip 2senf + 2E,psen 20 + 2F5p > sen 26 + .. ) px 0
= (E1 sen + Fip 2senf 4+ 2FE,psen 20 + 2F5p 3 sen20 + .. .) k.

E
., B B 2B
P2 X Hp = p x [(COS@—F;COS@—}-;COSQQ—I—...) p
1o p p
B B 2B R
— (Sen9— —zlsené— ;sen29...> 9]
Ho p p
B B 2B A
=— (sen@—;senﬁ—;sen%...)ﬁx 0
Ho p p
B B 2B “
= — (sen@— —;sene— 32sen26...> k.
Ho p P
Igualando

(E1 senf + Fip 2sen® + 2F,psen 20 + 2F,p 2 sen 260 + . . ) k=

B B 2B N
—(sen@—;sene—;sen%... k.
1o p p
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Comparando os dois lados da igualdade temos

E+F1__<B Bl>_E FL B B

PR\ 2 N TR
2F, 2B, Fy, By
2E2b+b73:? 2+ﬁ:b747
F, B,

F B F B
_M<E1_1>:+E1+1+’

Lo b? fo b* o
2B F; F;

JE1—E1=f %_ﬂ%7
Ho Mo b Lo b

Isolando E7, teremos

El_

—2B Py (p— o
= + — .
ptpo b

M+ po

Agora comparando as equacoes 3.22 com 3.25,

F. F.
u(E 2)=E2+2

o V7 b bt
Iu ,qu F2
R B=—t242
o T T T

<“+1>E2: (“—1) L
o o b

Isolando FE5, teremos

— E:
B, = M= Ho T2
p+ o) bt

Fazendo o mesmo com as equagoes 3.23 e 3.26, de forma analoga, teremos

_ F,
B, = (20} In gy >0
p+ o ) b

Igualando as equagoes 3.18 e 3.27 teremos

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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ptpo\Fy  —2B Py [p—po
P b +t )
M= po ) @ ptpo 0%\ pt o

1 — 1 —2B
(Mﬂbo L Mo)F

p—poa? b)) it
Entao
[ [(u + 40) 0% — (1 — uo)Qazl o o l (1 = p10) (1 + po)ab?
potpio | (= o) (g + pro)a?b? . ot o [ (1 + 110)?0% — (1 — po)?a?

2B(p — po)a’b?
(1 — po)?a? — (p + p10)2b*

(1 — po)a®v?
(1 + po)?0* — (1 — po)*a®

FlZ_QB[ ‘|.'.F1:

Para simplificar, podemos fazer

p—p
Xom = 2 = L= g = [i0Xm-
Ho

Dessa forma

210X ma’b?B

F = .
L e — (e o)

Agora iremos igualar as equagoes 3.20 e 3.28

<u+uo>Fn:<u—uo>Fn
p— o) a* pt ) b
_ 2 2

PO e L N
pt o) b2

Esse resultado s6 pode ser satisfeito quando F,, = 0 para qualquer valor de n maior ou

igual a dois. Segue que das equagoes 3.28 e 3.26, B,, também deve ser nulo para valores de
n maior ou igual a dois. Vamos substituir o resultado encontrado para F; na equacao 3.27,

lembrando que g — po = foXm:

B, = —25 +Fl<“_’u0>
ptpo V2 \pt+po)
o —2B o Xm 20X ma*b* B
1

Coppe o Do) paxGa? — (i o) 20t
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Simplificando F;, temos

B - —2B N 2B pax2.a?
fotpo gt po pgx2,a? — (A po)?b?
B 2B i HoX a0 B ]
fe+ po [ f5x2,0% — (p+ p1o)b? ’
B = 2B e — i + (p+ uo)Qbﬂ
ptpo [ HEXRA? — (B 1) ’
2 B
B - (1 + o)

X3 — (e po)b?
Com o uso da equacao 3.24, vamos obter o coeficiente B

F By B
B+ t=r 2
TRETE T L

Substituindo os coeficientes E; e F}, temos

2(p + po)b*B 20X ma’b?B 1 B B

pENZa2 — (1t p0)2b? T pdxZa? — (u+po)2? B2 B pug

Y

B. B n 21+ 10)b? + 20X ma’ .
0 po pigxma® — po(p + po)?b?

By ixaa® = (it 10)™ + 2p0(p + o) + 243 xma®
iz HEXZa® — po (o + p10)2b?

.B7

B _ pgxm@® + 205Xm@® — (1 + p0)0* + (2p0pt + 2415)b°

By B
b 119X 2,0% — pro(pt 4 po) 20>

Y

Bi _ pigXm@® (Xim +2) — (1 + pig + 20100)0° + (2ppt0 + 211)°
b? pgx2,a% — o =+ po) 20

- B.
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By pixm@® (X +2) — (02 + p1 + 20010 — 241410 — 203)°

. B,
b 10X a® — Ho(p + Ho)?0?
Bi _ pgxm@® (Ot +2) = (14 po) (1 — o)
b 1§x2,0% — po(pn - po) 0 '
Finalmente, temos
2 m 2) — b2
By = xo? - 12" (2X 2+ ) (u+u20)2 _
HoXim@® — po(pt + f10)?b
Nos resta obter agora o coeficiente (. Da equagao 3.15, temos
Ci=E+ o= 24+ p1o)b” . 2410 Xmb” .
e T e — (i o) 13X2,0% — (ju+ p1o)20?

c— 2(p + p10)V* + 2p10xmb*
L EXZGa® — (et o)

Como foXm = [t — Mo, entao

2 b2 + 2(p — p1o)b> Apb?
o — (u+u032+ (n uong.,.Cl: s B
(1 — po)?a® — (p + p10)?b (1 — po)?a® — (p + p10)?b
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4 Resultados

Ja temos todas as constantes necessarias para encontrar os valores dos campos
magnéticos nas trés regioes possiveis, interno a casca, fora da casca e na propria casca.
O objetivo desse trabalho é mostrar que materiais ferromagnéticos tem propriedades de
blindagem magnética. Portanto queremos obter o comportamento do campo magnético

apenas no interior da casca.

Da equacao 3.7, temos que

A

Bi = — 10 (Cy cos 0 4 2C5pcos 20 + ...) p+ o (Cy sen 6 + 2Cypsen 20 + ...) 6.

Apenas o coeficiente C7 nao é nulo, de forma que a equagao acima se reduz a
B, = —poC cos 0p + 1pCh sen 00,

B; = poCh(— cos0p + sen 9@),

4pub*

- B(— cos 0p + sen 00).
p— po)*a® — (p+ p0)*0? ( g )

éz':,uo(

Pela geometria usada, devemos ter i = cos 0p — sen 6f. Fazendo algumas manipulacoes na

equacao acima, teremos

B, Apagioh? .
B, = il . Bi. (4.1)

(1 + 110)?0* — (1 — po)?a?

O resultado acima nos mostra como o campo magnético se comporta dentro da

casca cilindrica. Podemos fazer uma aproximacao quando a permeabilidade magnética do

material p for muito maior do que a permeabilidade magnética do vacuo .

1

= 4p10b? = 4p10b?
B, = H o B = Ho

PR+ B — 21— B T (1 e (1 )]

Fazendo p >> p, devemos ter

B=". " .5 (4.2)
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O comportamento do campo magnético esta representado na figura abaixo onde temos

@ =1000pp, a =4 cmeb =4 cm.

x/cm

y/cm

Figura 10 — Linhas de campo magnético ao redor de uma casca cilindrica.

Fonte: Rafael Ramos Marques (2025)

A imagem acima apresenta as linhas de campo magnético ao redor de uma casca
cilindrica oca. Esta visualizacdo permite uma andlise clara do comportamento do campo
magnético em diferentes regides do espago ao redor e no interior da casca. Observa-se que
as linhas de campo contornam a casca sem penetrar em seu interior. Essa auséncia de
linhas de campo dentro da regiao oca indica que o campo magnético no interior da casca
é nulo, conforme previsto teoricamente. Esse fendmeno é andlogo ao comportamento do
campo elétrico no interior de um condutor esférico oco carregado, onde o campo também
se anula devido a simetria da distribuicao. No caso magnético, a simetria cilindrica e a

auséncia de correntes internas garantem essa nulidade.

Além disso, percebe-se que, nas regides externas a casca, 0 campo magnético se
distribui de forma continua, contornando a casca e ajustando sua dire¢ao e densidade de
acordo com a geometria do problema. As linhas mais densas indicam regides de campo
mais intenso, enquanto a auséncia de linhas no interior reforca visualmente a conclusao de

que nao ha campo magnético atuando ali.



38

5 Consideracoes finais

A equacao 4.2 nos permite entender a intensidade do campo magnético dentro da
casca cilindrica analisada. Considerando que p1 >> g, como o campo magnético interno é
inversamente proporcional a permeabilidade magnética do material i, podemos concluir

que para valores elevados de y o campo interno B; tendera a zero.
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