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Resumo

A Transformada Quantica de Fourier é uma transformacao linear aplicada entre qubits,
permitindo uma aceleracdo exponencial de processos computacionais em comparagao a
algoritmos classicos. O presente trabalho contém uma anélise da computagao quantica, em
especial das portas que formam o circuito da transformada. A transformada de Fourier,
em sua versao classica, ¢ uma transformacao responsavel pela mudanca no espago de
uma funcgao. Derivadas da TF classica estao a transformada discreta e a transformada
quantica que sao utilizadas, respectivamente, em analise de dados eletronicos e descrevendo
sistemas em espacgos quanticos. Os resultados mostram o circuito da transformada e a
distribuicao de estados quando implementada em dois frameworks distintos de computagao
quantica, myQLM e Qiskit. Por fim, sao estudados alguns algoritmos que contém a QFT
como sub-rotina, conseguindo assim um desempenho melhor que o visto em seus analogos

classicos.

Palavras-chave: Computacao Quantica; Mecanica Quantica; Transformada De Fourier;



Abstract

The Quantum Fourier Transform is a linear transformation applied to qubits, allowing
for an exponential acceleration of computational processes when compared to classical
algorithms. The present work has an analysis of quantum computing, especially the
quantum gates present on the circuit of the transform. The Fourier transform, in its
classical version, is a transformation responsible for the change of a function’s space.
Deriving from the classical F'T are the discrete and quantum Fourier transforms which
are used, respectively, for analyzing electronic data and describing systems in quantum
space. Results show the circuit of the transform and the distribution of states when
implemented in two distinct quantum computing frameworks, myQLM and Qiskit. Finally,
some algorithms that contain the QFT as a subroutine are studied, as they present a

better performance than their classical counterparts.

Keywords: Quantum Computing; Quantum Mechanics; Fourier Transform.
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1 Introducao

A evolucao computacional das tltimas décadas levou a miniaturizacao de com-
ponentes eletronicos, gerando novos confortos com as tecnologias desenvolvidas. Com o
processo de diminui¢do do tamanho das pecgas, os computadores passaram a ter maior
poténcia. Porém, tal processo de miniaturizacao tem suas limitagoes visto que a influéncia
de efeitos quanticos passa a ser importante para os componentes de escala nanométrica.
Neste contexto surge a computagdo quantica, como uma forma de buscar uma melhora de
desempenho se utilizando dos efeitos quanticos que surgem. Com a computacao quantica,
espera-se alcancar avancgos significativos na velocidade de processamento e na capacidade
de armazenamento de dados. Essa nova abordagem promete revolucionar a forma como
lidamos com problemas complexos na ciéncia e na tecnologia, ja que tem o potencial de
resolver problemas os quais seriam impossiveis de serem resolvidos pelos computadores
classicos atuais, como a fatoracao de nimeros inteiros grandes em tempo habil. Com isso,
a computacao quantica representa uma nova fronteira na area da computagdo e promete

transformar diversos setores da sociedade.

Atualmente, a computagao quantica tem sido amplamente investigada por empresas
e instituig¢oes de pesquisa ao redor do mundo; a expectativa é que, com o avanco nessa
tecnologia, sejam alcancadas solugoes inovadoras para desafios complexos em diversas
areas do conhecimento. A transformada de Fourier é uma funcao de transformacao linear
que modifica o espago de uma funcao. Em sua versao quantica é capaz de mudar a
base do estado quéantico. Neste cenario, a transformada quéantica se apresenta como
uma ferramenta fundamental na ascensao da computagao quantica, por apresentar um
desempenho com menor gasto computacional que seu andlogo classico. Neste trabalho,
sera explorado o potencial da transformada quantica de Fourier em aplicagoes praticas,
visando otimizar processos e solucionar desafios atuais com maior eficiéncia. A expectativa

¢é que a utilizagao dessa técnica possa abrir portas para novas descobertas e inovagoes no
campo da computagao quantica (NIELSEN; CHUANG, 2001).

Para melhor entendimento de seu funcionamento, este trabalho é organizado com
a apresentacao das ferramentas utilizadas para a implementacao dos algoritmos. Na se¢ao
4.1 é feita uma apresentacao das ferramentas Qiskit e myQLM, utilizadas para escrita
dos algoritmos, assim como a plataforma IBMQe que permite execu¢ao dos algoritmos
em um computador quantico real (IBM, 2023a). (ATOS, 2024) (IBM, 2023b) Apés isso,
em 2 é feita uma introdugdo a computacao quantica em seus principios mais basicos. Os
conceitos de qubit e as portas quanticas sdo apresentadas. As equacoes que definem a
transformada de Fourier em suas versoes classica, discreta rapida e quantica sao mostradas
na se¢ao 3. (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2011) Nos resultados parciais (se¢ao 4.2), serdao
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apresentados os valores obtidos ao implementar o algoritmo da transformada quantica de
Fourier, além de uma breve introducao e resultados dos algoritmos de Estimativa de Fase
e Fatoracao de Shor, utilizando a transformada como sub-rotina. Sendo assim tem-se a
consolidacao da transformada quantica e sua ampla aplicabilidade em outros algoritmos
quanticos importantes.(SHOR, 1994)(COPPERSMITH, 1994)
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2 Um novo paradigma da computacao

A computacao teve seu inicio com o desenvolvimento dos modelos tedricos de
Alan Turing e John von Neumann. O primeiro modelo trata-se de uma formulagao onde
uma maquina, posteriormente conhecida como méaquina de Turing, é capaz de reproduzir
processos através de algoritmos de forma universal. ' Isto é, qualquer maquina de Turing
pode obter os mesmos resultados que qualquer outra maquina de Turing por seguir o
mesmo procedimento. O segundo modelo, desenvolvido por von Neumann, apresenta
a arquitetura com componentes fisicos capaz de implementar uma maquina de Turing.
A arquitetura proposta é formada por uma central de processamento que se liga a um
componente de memoéria e outro responsavel pela entrada e saida de dados. No cerne do

componente de processamento, encontra-se a chave do desenvolvimento computacional

das ultimas décadas.

Os transistores sao componentes eletronicos presentes nos processadores. Feitos com
materiais semicondutores, sdo capazes de mudar e amplificar sinais elétricos. O nimero de
transistores por processador aumentou continuamente como previsto por Gordon Moore
em 1965. Tal aumento leva a uma maior capacidade de processamento e melhora nos
tempos necessarios para cada processo. O avanco da computacao se deu entdo por termos

de hardware, ou seja, dos componentes fisicos que formam as maquinas.

A previsao feita originalmente em 1965 pode ser vista no grafico da Figura 1,

cobrindo apenas a primeira década. J4 na Figura 2 estd uma andalise da quantidade de

1O termo algoritmo pode ser inicialmente entendido como um passo-a-passo que nio necessariamente

se limita a computacdo. Porém, mais a frente neste trabalho, o termo algoritmo se refere tinico e
exclusivamente a rotinas computacionais executadas em linguagem Python.

suoa
T
Y

=W IDWYWO —MNW
T

LOG2 OF THE
NUMBER OF COMPONENTS

PER INTEGRATED FUNCTION

Figura 1 — Niimero de componentes por funcao integrada
Fonte: (MOORE, 1965)
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7
19 : ! i ! Transistors
(thousands)
10° | {
10° F Single-Thread
Performance 3
10% Fr s " (SpecINT x 10%)
Frequency (MHz)
3 L
10
Typical Power
10% - (Watts)
L E— ) Number of
A : L =R W A ; s Logical Cores
0 v H j L S aaadll
10 —;0 moi‘~0~~w¥~o¢50‘-“mm: R
i i i i
1970 1980 1990 2000 2010 2020

Year
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Figura 2 — Anélise de componentes e desempenho computacional nos tltimos 40 anos.
Fonte: (MOLLER; VUIK, 2017)

transistores, performance em Thread Unica, frequéncia, poténcia e nucleos légicos. Para
uma melhor comparacgao com os dados previstos por Moore, pode-se focar apenas dados

em amarelo, que mostram a quantidade de transistores.

Ha, porém, uma ameaga a tal evolucao computacional: com pecas cada vez menores
existe um limite de transistores que podem ser alocados por processador e, dado a ordem
de seu comprimento efeitos quanticos passam a surgir, causando interferéncia nos sinais
eletronicos. E necessério entdo buscar meios de conseguir avanco computacional sem
uma dependéncia exclusiva de componentes de hardware; uma das solugoes propostas é a

computacao quantica.

2.1 Introducdo a Mecanica Quantica

O estudo da matéria e sua estrutura mais fundamental levou a descoberta de
particulas e interacoes observadas apenas em pequena escala. A natureza mais infima da
matéria é objeto de interesse filosofico desde o século VI a.C., porém apenas descobertas
feitas nos ultimos cem anos foram capazes de melhor descrever fendmenos quanticos. A
partir do desenvolvimento das formulacoes de dualidade onda-particula da luz e da matéria,
a quantizacao de diversas propriedades foi teorizada, entre elas o momento angular do

elétron, o que possibilitou o estudo ainda mais aprofundado de efeitos de interferéncia.

Os experimentos feitos por Otto Stern e Walther Gerlach evidenciaram a existéncia
do spin. O experimento consistia em um aparato que emitia um feixe de particulas e
aplicava um campo magnético, como representado pela Figura 3. A partir da aplicacao do
campo, acontece uma divisao entre os feixes, o que s6 ¢é possivel ja que cada elétron tem

uma caracteristica intrinseca. O conceito de spin muitas vezes gera confusao pois seu nome,
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Figura 3 — Esquema representativo do experimento de Stern-Gerlach
Fonte: (GOMES; PIETROCOLA, 2011)

em inglés, d4 a ideia de rotacao, o que nao acontece em uma particula unidimensional.
Pode-se pensar no spin pelo que este é: uma propriedade da matéria, assim como a massa
e a carga elétrica. Como resultados do experimento de Stern-Gerlach, foram observados
uma relacao de dependéncia com a direcao em que é aplicada o campo magnético. Uma
das sequéncias utilizadas no experimento consistia na aplicacao de um campo em direcao
Z, outro em direcao X e novamente uma aplicacdo em direcdo Z. Como resultado, o feixe
sempre retornava a sua configuracao inicial. O comportamento dos spins pode ser descrito

a partir das matrizes desenvolvidas por Wolfgang Pauli:

01 0 —2 1 0
ax—(l O)’ O'y_(z_ 0), O’Z_(O _1). (2.1)

Cada uma das matrizes o representa uma direcao de aplicacao do campo magnético

e todas sao hermitianas, isso ¢, sao iguais a seu transposto conjugado.

2.2 Computacdo Quantica

A computacdo quéantica surge como um novo paradigma, que busca conseguir
avangos ao aplicar efeitos quanticos na computacao. Nesta secdo a computaciao quantica
sera discutida como solucao de software, fazendo analogias a circuitos e componentes de
computacao classica, porém isso s6 é possivel devido ao desenvolvimento de méaquinas

capazes de representar os sistemas quanticos aqui discutidos. (FEYNMAN, 2018)

Uma das primeiras diferengas entre as formas de computacao, classica e quantica, da-
se a partir da unidade fundamental de processamento que cada uma utiliza. A computagao
classica tem o bit, termo que vem do inglés e significa parte ou pedago. O bit é o elemento

mais fundamental de contagem na computacao e s6 pode ter valores de 0 e 1, de forma que
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uma sequéncia de pulsos elétricos com um valor do tipo "Verdadeiro” ou "Falso” pode ser
utilizado para representar processos muito mais sofisticados. Todo dado que percorre um
computador tem sua representacao fisica nos impulsos elétricos, que podem ser convertidos
a partir da aplicagdo de portas logicas. Ja a computacao quantica conta com os qubits,
ou bits quanticos, que apesar de apresentarem similaridades com os bits cldssicos, tém

propriedades puramente quanticas como a superposicao.

O comportamento do qubit se diferencia de seu analogo classico devido ao fato de
ser uma representacao de estados quinticos. Os qubits |0) e |1) sdo vetores coluna, que na
notacao de Dirac sao denominados kets. Por representar um estado quantico, o qubit pode

ser escrito:

0) = 1) = (2.2)

Outro andlogo que se pode tragar entre as computagoes classica e quantica é o uso
de portas sucessivas na manipulacao da informagao formando circuitos. Na computacao

classica, os circuitos sao representados por fios, que carregam os valores de cada bit.

Na Figura 4 os pontos A, B e C sdo entradas de dados e o ponto S é a saida apos

aplicagao das portas légicas.

A.—ﬁ
] ) D

Figura 4 — Circuito de portas cléssicas. Fonte: (BARANAUSKAS, 2012)

De modo geral, os circuitos quanticos tém estrutura idéntica, com linhas que

representam diferentes qubits e simbolos para cada porta aplicada.

As portas quéanticas sao representadas por operadores quanticos unitarios. Tal
propriedade dos operadores faz com que estes sejam reversiveis, isto é, nao ha necessidade
de gasto energético na mudancga dos estados. Vale ressaltar que nem todo operador unitario

é uma porta quantica, mas toda porta quantica deve ser um operador unitario.

As trés portas principais de rotagado podem ser representadas pelas matrizes de
Pauli.As matrizes de Pauli sdo trés operadores base da mecanica quantica utilizados para

explicar os resultados do experimento de Stern-Gerlach. 2

A seguir estao as descri¢oes das principais portas quanticas, junto as matrizes e

suas representacoes nos circuitos. A porta X é responsavel por uma rotacao 7 na diregao
X.

2

Mais informagbes sobre os experimentos de Stern-Gerlach e as matrizes de Pauli podem ser encontradas
no apéndice 2.
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01
*= (1 0) T - 23

A porta Y de forma similar faz uma rotacao de 7 na dire¢ao Y.

SRS &

E analogamente, a porta 7Z aplica uma rotacao de 7w na direcao Z.

1 0
Z = (0 _1> q _._ (2.5)

A porta Hadamard é a primeira porta exclusivamente quéantica utilizada, isto é, nao
hé formas de reproduzir os efeitos desta porta com os mecanismos classicos ja existentes.

A porta Hadamard faz a normalizacao da distribuicdo de probabilidade entre estados.

1 (1 1
AU S - &

O resultado da aplicagao da porta Hadamard (2.7) mostra o efeito de superposigao.
Depois da aplicacao da porta, os dois estados se sobrepoem, tendo igual probabilidade
de serem encontrados. Esse efeito é um dos responséaveis pelo ganho computacional da
computacao quantica: um unico qubit é capaz de carregar informagoes sobre dois estados
simultaneamente. A aplicagao da porta nos estados |0) e |1) gera outros dois estados muito

comuns, |+) e |—).

S

H|0) = |+) = 5(10) + 1))
H1) =|=) = 5(10) = 1))

A porta de fase é representada, tanto em sua matriz quanto em circuitos, pela letra

(2.7)

S

P do inglés Phase. Normalmente sua representacao é feita com a letra P seguida do valor

10
pP= (o 6i9> (2.8)

Por 1ltimo, é importante conhecer a porta CNOT, a tnica porta aplicada obrigato-

0 que ¢é aplicado na rotacao.

riamente dois qubits utilizada no circuito. Com sua nomenclatura também vindo do inglés,
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Controled NOT, a CNOT é uma porta que executa um "ndo'controlado, isto é, inverte
o valor de um qubit alvo (g;) com base no valor de um qubit de controle (gg). Por ser
aplicada em dois qubits, é representada por uma matriz 4 x 4. O primeiro quadrante da
matriz representa o qubit de controle; Caso este tenha valor nulo, a porta nao tem efeito.
Caso ¢p tenha valor |1), entao é aplicada uma porta X que estd representada pelo quarto

quadrante da matriz.

CNOT =

$ (2.9)

o O O =
o O = O
— o O O
o = O O

Sua representacao em circuitos é um pouco diferente das portas ja estudadas. O

simbolo * é utilizado para sinalizar o qubit de controle e & indica o qubit no qual sera

feita a inversao; os dois simbolos sdo conectados por uma linha.

CNOT |00) = |00)

CNOT |01) = |01) (2.10)
CNOT |10) = |11) '
CNOT |11) = [10)

Ao ser aplicada em um estado com superposicao, a porta CNOT gera o efeito
quantico de emaranhamento. No caso de estados emaranhados, qualquer mudanca em
um dos qubits leva a mudangas no outro, de modo que os estados nao possam evoluir
de forma independente. Nestas situacoes, o sistema nao pode ser descrito com o uso de
produtos tensoriais. O conjunto carrega informacao, nao as partes que o formam. Vale
ressaltar que o efeito de emaranhamento s6 ocorre para estados em superposicao, isto é,

na aplicacdo de uma porta Hadamard seguida por uma porta CNOT.

O emaranhamento pode ser visto no caso de aplicacao da CNOT em dois qubits,
em um cenario onde foram combinados os qubits |+) e |0). Inicialmente, forma-se o novo

estado analisado a partir do produto tensorial:

el

E a partir da aplicacao da porta CNOT, tem-se:

(2.11)

S
S = O
SRS
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1 1
100 0\ NG
0100[]o0 0 1 1
L= = —|00) + —= |11) (2.12)
000 1[5 0 V2 V2
1
001 0/\o0 NG

O resultado da equagao (2.12) evidencia o emaranhamento visto que, na medigao
do primeiro qubit, o segundo sempre assumira valor igual, sendo assim impossivel obter
|0) no segundo qubit caso o primeiro tenha valor |1), e vice-versa. Também nao é possivel
representar o estado final como produto tensorial. Este resultado ¢ também o primeiro
estado de Bell. Os estados de Bell sao quatro estados representando as configuracoes de
emaranhamento maximo que pode ser obtido entre dois qubits. Os demais estados de Bell

se encontram na equacao (2.13).

|q)+> _ \00)\—/i-§|11>
—\ __ |00)—|11)
:i;i e (2.13)
= T
|\I[7> __ 101)—]10)
V2

O comportamento observado com o emaranhamento é puramente quantico, ja que
permite a quebra da localidade classica. Os efeitos de medicao entre particulas emaranhadas

pode ser observados em objetos mesmo em longas distancias.



20

3 As Transformadas de Fourier

Em fisica matematica ha um grupo de transformacoes lineares que se dao através
da integral de uma funcao nicleo K que, ao gerar a fungao transformada faz sua mudancga
de espaco através de um processo de mapeamento. (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2011)

De modo geral temos:
b
9(0) = [ fOK @ t)dt, (3.1)

onde a nova funcao g no espago de o tem mesma proporcionalidade que a func¢ao f no
espago t. Podem ser definidas também as transformadas inversas que desfazem a mudanca
de espaco. A existéncia das transformadas diretas e inversas permitem a utilizagao de tais
ferramentas para levar uma fungao que tem dificil solucao em um espago para outro onde
a solucao é mais simples, desfazendo a mudanca no resultado, obtendo assim a solu¢ao no

espaco original.

As séries de Fourier foram desenvolvidas em 1822 por Jean-Baptiste Fourier em
seus estudos sobre o fluxo de calor na termodinamica. Elas sdo utilizadas para representar
funcoes periddicas e continuas em um certo intervalo a partir de uma soma de senoides.
De modo geral, uma func¢ao s6 pode ser descrita em termos de uma série de Fourier se
seguir as condi¢oes de Dirichlet: funcao continua e peridédica, onde por periodos exista um
numero finito de extremos e uma integral convergente. (RILEY; HOBSON; BENCE, 2006)

O efeito das somas ser visto na Figura 5 cujo comportamento é analogo ao da

l_
0_
— sen(x)
_1_ T T T T T
l_
o /\
— sen(3x)
_1_ T T T T HI
l_
0_
sen(5x)
—1- T T T T T
2_
0_
_2_

Figura 5 — Func¢ao desenvolvida a partir da soma de senoides. Fonte: Autoria prépria
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interferéncia de ondas, os picos e vales interagem entre si dando origem a um novo formato.
Isso ocorre ja que fungoes do tipo seno e cosseno sao capazes de descrever um espago
completo. O efeito das somas também pode ser interpretado num espacgo de Euler, com

rotacdo dos vetores, gerando imagens mais complexas.

3.1 A Transformada de Fourier Classica

A Transformada de Fourier Classica (FT, do inglés Fourier Transform) é uma
funcao integral utilizada na mudanca de espaco de um sistema, e surgiu como uma
generalizacao da série de Fourier, decompondo fungdes como uma soma continua de ondas

harmonicas. Dada pela expressao:

F(s) = \/127 [ @y eas (3.2)

Onde o termo 1/v/27 é um termo de normalizacdo das transformadas. (BRA-
CEWELL; KAHN, 1966) (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2011)

A Transformada Inversa de Fourier tem o mesmo termo de normalizagao e ntcleo
similar. (WANG, 1984) Devido as propriedades das transformadas direta e inversa, é
possivel levar a fung¢ao para um novo espago e recuperar seu valor, de modo que a

transformada inversa de uma transformada da a funcao inicial.
1 o0 .
x) = —— F(s)e®™5ds 3.3
f@) == [ FG) (3.3)

Por ser uma generalizacao da série, a transformada pode ser aplicada em fungoes

nao periédicas, desde que siga as seguintes condigoes:

o A func¢do tem um numero finito de descontinuidades

o A fungao é absolutamente integravel em todo o espago

Por ter niicleo exponencial, a FT pode também ser estudada como uma combinagao

de seno e cosseno. Dada a relacao de Euler:
=X = cos(X) + isen(X)

A transformada de Fourier é baseada no ntcleo e* e suas partes real e
imagindria tomadas separadamente, cos wt e sen wt. Como esses niicleos
sdo as fungoes usadas para descrever ondas, as transformadas de Fourier
aparecem com frequéncia em estudos de ondas e na extragao de infor-
magcoes de ondas, em particular quando estdo envolvidas informagoes de

fase. (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2011)

L Mais sobre o efeito da série de Fourier para geracdo de imagens pode ser visto pelo Youtube no canal

3BluelBrown.


https://youtu.be/r6sGWTCMz2k?si=Gh-uW7HC9PGO3wyG
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Figura 6 — Trem de onda finito a esquerda e sua respectiva frequéncia obtida a partir da

FT a direita. Fonte: (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2011)

Funcéo Gaussiana Transformada de Fourier da Gaussiana
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Figura 7 — Grafico da transformada de Fourier de duas fun¢oes Gaussianas distintas. Fonte:
Autoria Prépria

Na Figura 6 é possivel perceber o efeito da aplicacao da FT. No gréfico a esquerda
esta a representacao de um trem de ondas finito em termos do tempo. Ja a direita ha um

grafico de sua respectiva transformada em termos da frequéncia w.

Os espacos s e x na F'T usualmente correspondem a tempo e frequéncia. A FT
pode ser utilizada como uma ferramenta matematica para estudo do comportamento de
diversas incertezas entre grandezas fisicas, sendo a incerteza de Heisenberg o exemplo mais
comum. Além disso, a F'T pode ser entendida em casos de incerteza classicos, como na
observacgao de pulsos com uma certa frequéncia depende do tempo em que estes ocorrem.
Diz-se entao que tais duas grandezas estdo numa relacao de incerteza. O efeito da incerteza
entre as grandezas pode ser visto a partir do achatamento da gaussiana na Figura 7 onde

uma funcdo que é originalmente mais achatada tem, na transformada, um pico mais fino.
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3.2 A Transformada Discreta

A Transformada de Fourier discreta, ou Discrete Fourier Transform(DFT) foi
introduzida para estudo de areas da ciéncia que dependem de valores discretizados, como
o processamento de sinais. Seu comportamento é analogo ao da transformada classica,
porém os dados de entrada e saida sao valores pontuais e ndo uma func¢ao, como estudado

anteriormente.

A DFT tem uma ordem de O(N?) operacoes, sendo dada pela expressao:

N-1

Y m Z 27ri/NZvjmk2j+k (34)

1
Por ter uma ordem de crescimento exponencial, é utilizada apenas em casos em
que o conjunto de dados analisados seja pequeno, ou onde o grande tempo computacional

nao seja um problema.

H& uma versao adaptada chamada Transformada Rapida de Fourier, ou FFT do
inglés Fast Fourier Transform, que utiliza sinais eletronicos e os transforma entre si,
sendo amplamente utilizada em analise de sinais. A FFT é construida de modo que sua
complexidade computacional seja O(NlogN). Por ter desempenho mais rapido que a DFT,
a FFT é utilizada em aparelhos como o osciloscopio, onde o tempo de processamento
¢é critico para a visualizacao em tempo real do comportamento de uma funcao. Outras
aplicagoes do FFT e DFT incluem a codificagoes de dudio e estimativa de espectro de
poténcia, fazendo parte assim de diversas operacoes de telecomunicacao. (SELESNICK;
SCHULLER et al., 2001)

3.3 A Transformada Quantica

A transformada quéntica de Fourier, ou QFT do inglés Quantum Fourier Trans-
form, é um analogo direto da transformada discreta, porém aplicado a estados quanticos.
Desenvolvida em 1994 por Don Coppersmith e Peter Shor, ambos pesquisadores da IBM
no campo de criptografia e protecao de dados. Enquanto Coppersmith investigava o com-
portamento da QFT, Shor ja estudava seu algoritmo de fatoracao de niimeros primos, do

qual a transformada faz parte.

A QFT ¢ aplicada em qubits como segue:

= \/IN 3 ermiacd ) (3.5)

E assim como no caso classico, é possivel utilizar uma transformada quantica inversa, que

desfaz a mudanca de estado executada pela primeira. Tal mudanca esta explicitada na
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DFT FFT QFT
2 |4 0.602 0.091
5 |25 3.49 0.488
10 | 100 10 1
N | O(N?) | O(NlogN) | O(log*N)

Tabela 1 — Ordem computacional das transformadas discreta, rapida e quantica para N
elementos.

equagao abaixo:

~2riac/q |,
\/_ Z (3.6)
A versao quantica da transformada de Fourier tem funcionamento andlogo a FFT,
porém se aplica a mudanca de base dos estados quénticos, e ndo em sinais digitais. Além de
estar adaptada para sistemas quanticos, o que melhor combina com os computadores que
estao em desenvolvimento, a QFT tem vantagem por complexidade computacional, o que
pode ser visto na Tabela 1. "Enquanto o algoritmo classico de FFT possui complexidade
O(NlogN), com N correspondendo a quantidade de elementos do vetor de entrada, sua
versao quantica é exponencialmente mais rapida, O(log>N)". (MARQUEZINO, 2006)

E preciso notar também que, apesar da QFT apresentar uma melhora computacional
em comparacao com a FF'T, nem sempre ha um ganho com sua execugao: alguns problemas
tém melhor resultado com o uso de ferramentas quanticas alternativas ou até algoritmos
classicos. O presente estado da computagao quantica dificulta maiores comparacoes entre as
transformadas classica e quéntica, ja que os dispositivos atuais apresentam taxas de erros

que crescem exponencialmente com a quantidade de qubits e portas quanticas utilizados.

Além da aplicacdo abordada neste trabalho em computacao quantica, a QFT é
utilizada em outras areas de pesquisa e desenvolvimento. Na industria, a QFT foi testada
na examinagao de materiais de forma que nao houvesse perda de informagoes durante
medicao. Também foi aplicada na filtragem de imagens, sendo combinada com o algoritmo
de codificagao Representacao Flexivel de imagens quanticas, FRQI, do inglés Flexible
Representation of Quantum Images. Este uso da QFT apresentou um ganho computacional
quando combinado ao FRQI. Ao diminuir a profundidade dos circuitos construidos, levou a

sucesso no estudo de imagens até 4 vezes maiores que processos quanticos que nao utilizam
da QFT. (BARTSCH; SCH6BEL, 2021) (KHAN, 2019)

Em estudos mais matematicos, a aceleracao computacional da QFT em relacao
a FFT é discutida, pensando-se em decomposi¢ao matricial e produtos de Kronecker
(CAMPS; BEEUMEN; YANG, 2021). J& em aprendizado de méaquinas, o uso da QFT na
solugao do Problema de Subgrupo Oculto inspirou o estudo de inferéncias para comparagao
de dados. Tal abordagem leva a avangos em aprendizado de maquina classico e quantico.
(WAKEHAM; SCHULD, 2024)
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4 QFT na pratica

4.1 Ferramentas utilizadas

4.1.1 myQLM

O myQLM, do inglés my Quantum Leaning Machine, é uma ferramenta desenvolvida
pela empresa de tecnologia Atos, que permite desenvolvimento de algoritmos quénticos. Seu
grande diferencial é oferecer um ambiente de simulagao algébrica, focada nos autoestados,
sem interferéncias. Para o desenvolvimento deste trabalho foi utilizada sua versao gratuita
que permite a escrita de codigos quanticos com portas customizadas. Ha também uma
versao paga dessa ferramenta que permite uso de simuladores com ruidos, porém essa
versao nao foi utilizada, entdo todos os valores obtidos a partir do myQLM sao os valores

esperados em teoria, sem variagoes. (ATOS, 2024)

41.1.1 Qiskit

A ferramenta Qiskit, do inglés Quantum Information Science Kit, é um kit de de-
senvolvimento de informacao quantica disponibilizado pela empresa IBM. Ha um conjunto
de softwares que permitem implementacao de algoritmos quénticos, criacao de circuitos,
pés-processamento e aprendizado de maquina. De facil instalacdo, o Qiskit conta com
diversos tutoriais em sua documentagao, além de permitir acesso a plataforma IBMQe
que sera introduzida mais a frente. O Qiskit funciona tendo como base a linguagem de

programagao Python e pode ser instalada em diversas IDE’s. (IBM, 2023b)

4.1.1.2 IBMQe e maquinas utilizadas

O IBMQe, ou IBM Quantum Ezperience ¢ um programa de acesso de maquinas
quanticas reais disponibilizadas pela IBM. A plataforma tem sua versao de acesso gratuito
com limitacoes de tempo de utilizagao mensal, e maquinas disponiveis. Durante a imple-
mentacao dos algoritmos presentes neste trabalho, foram utilizadas diversas maquinas da
IBMQe. E importante conhecer as estruturas dos computadores utilizados jd que isso traz
impacto direto aos valores encontrados. As taxas de erro presentes nas Figuras 8 e 9 sao

menores para os tons mais escuros de azul e roxo, e mais altas para os tons mais claros.

Na Figura 8, tem-se o mapa de erro da maquina quantica de 5 qubits Quito. Esta
maquina foi utilizada para a implementacao do algoritmo da QFT. J4 a Figura 9 contém
o mapa de erro para a maquina Brisbane, empregada na implementacao dos demais

algoritmos devido a sua maior quantidade de qubits.



Capitulo 4. QFT na prdtica 26
. . ;. n - .
Figura 8 — Arquitetura com taxas de erro da maquina quantica Quito.
Fonte: (IBM, 2023b)
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Figura 9 — Arquitetura com taxas de erro da maquina quantica Brisbane.
Fonte: (IBM, 2023b)
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4.2 O algoritmo e resultados

Nesta secao estao os resultados relativos a implementacao do algoritmo da QFT.
O circuito, obtido através de implementacao com o Qiskit, assim como as esferas de Bloch,
independem do processo de medidas, sendo entao iguais em todos os sistemas. Ja os

histogramas apresentados variam de acordo com a ferramenta utilizada.

A Figura 10 contém o esquema de aplicagao das portas que formam o circuito da
QFT. Inicialmente é aplicada a porta Hadamard no primeiro qubit, seguida das portas de
fase controlada. A fase aplicada é reduzida pela metade a cada qubit de controle utilizado.
O mesmo processo se repete para todos os n qubits, até que no ultimo apenas uma porta
Hadamard seja executada, sem rotagoes. Os valores sdo entao invertidos entre si, partindo
dos extremos para os mais internos, com o uso da porta Swap. A tltima etapa é a medida

dos valores de cada qubit.

qubit n -1 l l

qubit n L

x AR qubit 1
. qubit 2

x ﬁ— qubit n

¥

bit classico

Figura 10 — Esquema do circuito da QFT para n qubits. Fonte: Autoria prépria

Na Figura 11 estd o circuito encontrado ao fazer a implementacao da QFT em
um sistema de trés qubits utilizando o Qiskit. E importante perceber que por escolha de
notacao da prépria ferramenta os qubits aparecem em ordem invertida, sendo o primeiro
qubit o que esta mais abaixo no circuito. Com um nimero impar de qubits ha a aplicacao
de uma quantidade impar de portas swap, isso porque o qubit central nao precisa de ter

sua posi¢ao modificada.

O resultado da distribui¢ao dos estados em um qubit de valor inicial [100) ap6s a
aplicacdo da QFT utilizando o Qiskit pode ser visto na Figura 12. E possivel perceber que
os valores assumem valores préoximos, o que é esperado ja que o algoritmo deve fazer a
distribuicao das probabilidades entre todos os estados possiveis. Por outro lado, em uma
simulacao perfeita obtida com a ferramenta myQLM, presente na Figura 13 é possivel

ver tal distribuicdo perfeita entre as probabilidades. A diferenca entre esses resultados
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Figura 11 — Circuito do algoritmo da QFT implementado com o Qiskit aplicado em trés
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Figura 12 — Histograma das probabilidades, obtido ao aplicar a QFT em uma simulacao
no estado |100) com uso da ferramenta Qiskit
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Figura 13 — Histograma das probabilidades obtido ao aplicar a QFT em uma simulacao
no estado [100) com uso da ferramenta myQLM
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Figura 14 — Histograma contendo a probabilidade dos vetores de estado obtidos com a
aplicacdo da QFT no estado [100) em um computador quintico real de acesso
remoto da IBM

ocorre porque o myQLM tem uma simulacao baseada no calculo do autoestado, que é
um processo puramente algébrico, enquanto o Qiskit se baseia na evolugao do sistema

repetidas vezes, processo que esta sujeito a variacoes estatisticas.

Um resultado similar é encontrado na Figura 14, onde a QFT, também aplicada a
um vetor de estado [100), foi executada em um computador quantico real. Neste caso, sdo
encontradas maiores variacoes entre os vetores de estado medidos, devido ao erro inerente

a maquina. E possivel perceber assim os efeitos de ruido em uma computador real.

Devido ao comportamento do algoritmo, que como explicado anteriormente, aplica
rotagoes aos qubits, é importante analisar seus efeitos através da esfera de Bloch presente
nas Figuras 15 e 16. A esfera de Bloch é gerada em um momento anterior a medi¢ao do

sistema, entao seu valor é o mesmo em simulagoes quanticas e computadores reais.

Percebe-se que cada qubit de valor inicial |1) gera uma rotacao 7/2". Na Figura
15 gera rotagoes de 7/4, w/2 e w respectivamente. J4 a soma das rotagbes pode ser vista
nas esferas da Figura 16 (b). A primeira esfera apresenta a combinac¢ao de uma rotacao
7 e m/2 devido aos dois qubits de valor um no estado inicial [011). J& a segunda esfera

contém apenas uma rotagao 7, enquanto a ultima esta na origem da diregao x.

A principal importancia da QFT reside ndao apenas no seu funcionamento, mas
também na sua aplicagdo como sub-rotina em outros algoritmos. A QFT, por si s6, é uma
ferramenta e nao o produto final; por isso, é fundamental conhecer alguns algoritmos que

a utilizam e entender como eles operam.
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(a)
qubit 0 qubit 1 qubit 2
10) |0) [0)

(b)

Figura 15 — Esferas de Bloch que representam (a) o estado inicial [100) e (b) o vetor de
estado apods a aplicacao da QFT

qubit 0 qubit 1 qubit 2
|0) [0) [0)

(b)

Figura 16 — Esferas de Bloch que representam (a) o estado inicial |011) e (b) o vetor de
estado apods a aplicacao da QFT
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Figura 17 — Circuito do algoritmo QPE

4.3 Aplicacoes da QFT

Nesta secao serao apresentados alguns dos algoritmos construidos a partir da QFT.
E importante salientar que esses algoritmos podem ser sub-rotina de algoritmos maiores, e

as aplicacoes da transformada nao se limitam aos exemplos apresentados.

4.3.1 Estimativa de Fase Quantico

O algoritmo de Estimativa de Fase Quéantica, ou QPE (do inglés Quantum Phase

Estimation), calcula a fase 6 do autoestado de um operador unitario qualquer U.
Uly) = e*™ [4) (4.1)

A implementacgao do algoritmo requer a alocac¢ao de dois conjuntos de qubits. O
primeiro conjunto tem a funcao de guardar informagoes sobre o operador unitario através
de seu autovetor . J& o segundo conjunto consiste nos qubits de precisao que, como o
nome sugere, fazem com que a fase estimada se aproxime cada vez mais do valor da fase

de um operador U.

Nos qubits de precisao é feita a aplicacdo de uma porta Hadamard, seguida por
um operador U controlado. Tal operador da posicao do qubit de controle e age como um
oraculo, isto é, seu funcionamento nao é conhecido em detalhes, mas sabe-se que tem
o comportamento esperado que condiz com a transformagao desejada. (COMBARRO;
GONZALEZ-CASTILLO; MEGLIO, 2023)

O préximo passo na implementacao do algoritmo é a aplicagao da transformada
quantica de Fourier inversa. O circuito com este algoritmo pode ser visto na Figura 17.

Como em primeiro momento sao aplicadas operagoes com rotagao inerente # na esfera
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Figura 18 — Histograma das probabilidades obtido com o algoritmo QPE construido com
3 qubits de precisao
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Figura 19 — Histograma das probabilidades obtido com o algoritmo QPE construido com
4 qubits de precisao

de Bloch, é adicionada a IQFT para conversao desses dngulos em qubits. (NIELSEN;
CHUANG, 2001)

Os efeitos gerados pela escolha no niimero de qubits de controle podem ser vistos ao
comparar os histogramas em 18 e 19. A Figura 18 contém o histograma obtido ao aplicar
a QPE com uma porta de rotacao 27/3 sobre um qubit representando o autoestado |1) em
uma simulagao utilizando um computador classico com 3 qubits de precisdo. Seu estado de
maior destaque foi o qubit |011). J4 a Figura 19, obtida com mesmas propriedades e nas
mesmas circunstancias, modificando apenas o nimero de qubits de precisao, apresentou um
resultado diferente, onde o qubit de maior probabilidade foi [0101). O resultado analitico
obtido neste caso foi de 0.334. Para comparacao pode-se converter os resultados obtidos

para 3 e 4 qubits de precisao, sendo eles respectivamente 0.375 e 0.312. Fica evidente assim
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que uma maior quantidade de qubits de controle leva a uma maior precisao no algoritmo.
A conversao entre nimeros binarios e decimais para andlise do QPE estd na equacao (?7),

representando o exemplo da Figura 18.

0.011) — 200 + 211 + 212 _ 0375 (4.2)

A escolha do nimero de qubits de controle deve ser feita com cautela, pois um
nimero muito baixo indica uma menor taxa de precisao no algoritmo. No entanto, escolher
um numero excessivamente alto também gera consequéncias negativas. Com uma quan-
tidade muito elevada de qubits, os efeitos de ruido e erro inerentes ao processo podem
causar uma propagacao de erro que afeta as medidas, além de resultar em um gasto

computacional acima do necessario.

4.3.2 O algoritmo de Shor

O algoritmo de fatoracdo de Shor é um dos mais conhecidos na computacao quantica.
O algoritmo, desenvolvido em 1994 por Peter Shor, é capaz de resolver o problema de
fatoracao com um ganho operacional. A técnica de Shor consiste em transformar o problema
de fatoracdo em um problema de calculo de fase, onde é aplicada a sub-rotina QPE. (SHOR,
1994)

Devido ao uso da QFT, o processo de fatoracao se torna mais rapido que os métodos
classicos existentes como o GNFS, do inglés General Number Field Sieve e o Método rho
de Pollard. (BUHLER; LENSTRA; POMERANCE, 1993) (BACH, 1991)

A aceleracao gerada no processo de fatoragao, por sua vez, é importante por
impactar o funcionamento da criptografia moderna. Atualmente, a seguranca de dados
em diversas areas e ferramentas é feita com a distribuicao de chaves piiblicas e privadas,
na qual a chave privada é formada por ntimeros primos grandes que nao sao facilmente
fatorados. Se torna entao inegavel a influéncia de um processo acelerado de fatoragao
na seguranca digital, com o algoritmo de Shor implementado em uma maquina quantica
robusta pode quebrar a seguranca de dados na internet.(RIVEST; SHAMIR; ADLEMAN,
1978)

O algoritmo de Shor ¢é divido em trés partes principais. Na primeira é feita a
preparacao do sistema quantico, alocando a quantidade de qubits necessarios para execugao
do QPE e carregando a informagao do nimero que deve ser fatorado. A segunda parte é o
proprio circuito do QPE que filtra os estados com a maior probabilidade de terem relacao
com N. A terceira e tultima parte é o processamento dos dados encontrados e o calculo
dos fatores a partir deles. Essa etapa de interpretagdo do resultado é feita a partir de um
periodo, r, obtido como a razao entre o resultado encontrado no processamento e uma

poténcia de dois elevado ao niimero de qubits de precisao m, ou seja:
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Figura 20 — Resultados das probabilidades para o algoritmo de Shor fatorando N = 21
com chute a = 13 em uma simulacao quantica

resultado
= —

o (4.3)

O valor do periodo pode ser posteriormente aplicado na forma de uma exponencial

r/2

do ntimero chute. De modo que a expressao a’/* + 1 carrega duas equagoes, onde cada

uma tem um fator em comum com o nimero desejado.

Todos os testes para o algoritmo de Shor foram feitos com um circuito de 9 qubits
de precisao. A influéncia do nimero de chute escolhido pode ser visto nas Figuras 20 e 21.
A Figura 20 contém o histograma dos estados obtidos para fatoracao do ntimero 21 tendo
como chute o nimero 13. Seu resultado é direto, tendo valores apenas para o estado 0 e

256'. Calculando r, tem-se entdo:

r= - (4.4)

e os fatores sao:

4.5
MDC(a"/? —1,N) = MDC(12,21) (45)

{ MDC(a"/? +1,N) = MDC(14,21) = 7
3

Ja na Figura 21 esté o histograma representando os estados obtidos para a fatoracao
do ntimero 21 tendo como chute 10. Neste caso, cinco estados surgem com alta probabilidade,
todos resultando em pelo menos uma das raizes de 21. Alguns estados, como o 256
encontrado anteriormente, fornecem informagoes sobre ambas as raizes. O estado 0 que

aparece em todos os histogramas ¢ a solugao trivial, pois da a informacao que o nimero

1 Os valores nos histogramas do algoritmo de Shor vém da conversio dos qubits em base bindria para

base decimal, onde cada qubit de valor um corresponde a uma soma de 2" onde n é a posigao de tal
qubit.
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Figura 21 — Histograma das probabilidades do algoritmo de Shor fatorando N = 21 com
chute a = 10 em uma simulagao quéntica
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Figura 22 — Histograma das probabilidades apds aplicacao do algoritmo de Shor para

fatoracao de N = 21, a partir de um chute a = 13 na maquina quantica
Brisbane da IBM

estudado tem 1 como fator. E importante observar que nao existe uma férmula magica para
definir o melhor niimero de chute nem o melhor resultado para o calculo das raizes. Por fim,
a Figura 22 contém o histograma obtido com a aplicacao do algoritmo de Shor no ntimero
21 tendo como chute o nimero 13 em um computador quéantico real. Devido influéncia
de ruido, o algoritmo nao performa bem, apresentando uma vasta distribuicao entre
todos os estados. Com probabilidades abaixo de 1% cada, conclui-se que os computadores
atualmente disponiveis nao sao capazes de executar o algoritmo de Shor com resultados

satisfatérios sem uso de ferramentas de redugao de ruido.

Como visto nos resultados ja discutidos, o algoritmo de Shor, apesar de ser promissor,
ainda nao pode ser amplamente implementado para fatoragao de ntimeros grandes por

limitagoes de hardware.
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4.3.3 Harrow Hassidim Lloyd

Normalmente referenciado como HHL, o algoritmo desenvolvido pelos pesquisadores
Aram Harrow, Avinatan Hassidim e Seth Lloyd é um algoritmo quéantico utilizado no
calculo de sistemas de equagoes lineares. Sendo um dos algoritmos desenvolvidos em tempo

mais recente, no ano de 2009, o HHL pode ser aplicado em diversas areas de fisica e
engenharia. (HARROW; HASSIDIM; LLOYD, 2009)

AZ=b (4.6)

A equagdo (4.6) contém a matriz hermitiana A e os vetores Z e b, que devem ter
mesma dimensao. O nimero de qubits necessario no sistema ¢é proporcional a dimensao
dos vetores, de modo que Dim = 2", onde n é o numero de qubits. As amplitudes de ' e b

formam a base do sistema.

O algoritmo comega com a preparagao do estado, sdo utilizados trés conjuntos de

qubit durante o processo:

e b, com o valor inicial do vetor b
o clock, guardando informacao das fases

o ancilla, auxiliando na verificacao da solugao

Apoés a preparacao do estado é feita uma estimativa de fase quantica, que evidencia
a fase autovalor da porta. Tal fase deve ser proporcional ao autovalor da matriz A estudada.
Com isso, parte da estrutura estd pronta, é utilizado um ancilla gubit, um qubit descartavel,
cuja rotacao serve de controle das informacoes de autovalor do sistema. Os ancilla qubit
podem ser medidos para validagdo do célculo, ja que este adquire valor |1) no colapso
do sistema. Por fim é feita a aplicacao de uma QPE inversa para que o resultado obtido

fique na base correta do sistema, e nao na base temporaria criada na aplicacao da QPE.

(ZAMAN; MORRELL; WONG, 2023)

Para melhor compreensao do funcionamento do HHL, é possivel analisar sua

performance no seguinte problema:

1 -0\, (1
() o

Com esse sistema relativamente simples, encontra-se os valores de g = 9/8 e
x1 = 1/8, o que evidencia uma proporcionalidade 9 : 1 entre os resultados. Na Figura 23 o

estado |11) representa x; enquanto o valor de z esta presente em |01). A proporcionalidade
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Figura 23 — Histograma das probabilidades medidas no HHL para o problema proposto.

calculada entre esses estados foi de aproximadamente 8.78, o que condiz com o resultado

analitico.

Todos os algoritmos apresentados tem ganho computacional quando comparados a
algoritmos classicos que desempenham mesma funcao. A aceleragao exponencial gerada
pela reducao de qubits de entrada da QFT permite que os algoritmos vistos tenham bom
desempenho. Ha além destes, outros algoritmos que utilizam desta aceleragao como o
algoritmo de contagem quantica e o de distribuicao de chaves. O 1ltimo, que apesar de ser
formulado para a comunicagdo quantica sem uso da QFT pode ser adaptado, apresentando

melhoras com apdés sua aplicagao.
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5 Conclusao

No presente trabalho foi apresentado o circuito formado pela Transformada Quéntica
de Fourier, assim como as probabilidades obtidas apds aplicacdo de tal circuito em
ferramentas como o Qiskit, myQLM e IBM-Qe. Foram abordados também algoritmos
derivados da QFT, como o de estimativa de fase quantico, o de fatoracao desenvolvido por
Shor e o de resolugao de sistemas de equagdes lineares. Tais algoritmos tém grande destaque
na area de informacao quantica, e s6 apresentam ganho computacional gragas ao uso da
QFT como sub-rotina. Os resultados apresentados evidenciam assim o funcionamento da
transformada, mostrando o ganho computacional obtido com o uso desta. Perspectivas
futuras incluem o estudo de demais algoritmos que utilizando a QFT como sub-rotina,
como os algoritmos de contagem quantica, assim como sua aplicagdo em distribuicao de
chaves, na area de comunicacdo quantica. Desta forma, a construcao da QFT feita neste
trabalho, desde suas origens cléssicas na Fisica Matematica até sua implementacdo em
computadores quanticos, mostrou sua importancia na computacdo quantica como uma

area emergente da tecnologia.
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